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Статья посвящена гравиметрии на морском подвижном объекте. Отмечается, что центральной пробле-
мой при решении такой задачи является проблема численного дифференцирования измеряемой функции, 
ориентированная на высокоточные оценки кинематических параметров движения в качестве опорного ре-
зультата. Для достижения последнего предлагаются методология и вычислительная процедура, существен-
но отличающиеся от известных. Приводимый в статье демонстрационный пример подтверждает гипотезу 
о спектре производных, о чём с достаточностью свидетельствует соответствующий графический материал. 
Приводятся две формы систем дифференциальных (по кинематических параметрам) уравнений гравиме-
трии. Представлен определяющий признак ковариантности уравнений при интерпретации движения в гео-
центрических и эллипсоидальных системах координат. Возможность высокоэффективного решения задачи 
мобильной гравиметрии подтверждена результатами вычислительного эксперимента.

Ключевые сова: морской подвижный объект, подводный аппарат, вычислительная мобильная грави-
метрия, система координат, измеряемая функция, численное дифференцирование, ковариантность уравне-
ний, вычислительный эксперимент.

Введение

Проблема освоения водной среды на всех истори-
ческих периодах развития человеческого сообщества 
всегда была актуальной и остаётся таковой в наше 
время значимых и резонирующих природных, техно-
логических, политических эволюций и катаклизмов, 
так или иначе влияющих на физическое состояние 
Земли. Особо важна эта проблема для России, обла-
дающей одной седьмой частью земной суши и име-
ющей самую протяженную линию контакта с Миро-
вым океаном, что неизбежно порождает множество 
надежд, но и рисков.

В предлагаемом ниже фрагменте плановых ис-
следований по программам государственных заданий 
речь идёт о разделе прикладной геофизики – грави-
разведке (гравиметрии), производимой подвижными 
морскими объектами (надводными и подводными) 
как носителями современного информационно-на-
вигационного комплекса, неотъемлемой частью ко-
торого является ЭВМ. Последнее требует глубокого 
понимания и формализации – создания математиче-
ских образов (моделей) тех процессов, с которыми 
отождествляется решение задач гравиметрии и в ко-

нечном итоге – создание цифровых карт гравитаци-
онных моделей Земли, обеспечивающих перманент-
ную интерпретацию их пространственно-временных 
изменений.

Достаточно полно история, проблемы, методы и 
достижения современной гравиметрии освещены в 
монографиях [1, 2, 3], а также в ряде периодических 
изданий, например, в российском журнале «Гироско-
пия и навигация».

Основное содержание статьи изложено в её раз-
делах, представляющих сведения о геометрической 
модели Земли, о наиболее применимых в теории 
инерциальной навигации и гравиметрии координат-
ных системах, о методе решения проблемы числен-
ного дифференцирования кинематических параме-
тров, рассматриваемых здесь в качестве важнейших, 
о результатах вычислительного эксперимента.

1. Опорная модель формы Земли

Учитывая, что в статье речь идёт главным обра-
зом о мобильной гравиметрии на морских объектах 
(подводных и надводных), в качестве модели формы 



ÏÎДВÎДÍЫЕ ÈССЛЕДÎВАÍÈЯ È РÎБÎТÎТЕХÍÈКА. 2026. ¹ 1 (55)16

СИСТЕМЫ, ТЕХНОЛОГИИ И ЭКСПЕРИМЕНТЫ

(фигуры) Земли принимается эллипсоид вращения 
(эллипсоид Клеро [4]), с поверхностью, отождест-
вляемой с невозмущённой поверхностью Океана и 
ортогональной направлению силы тяжести в каждой 
её точке. Заметим, что как геометрический объект 
эллипсоид с достаточностью представляется двумя 
параметрами – большой (a) и малой (b) полуосями.

2. Координатные системы

2.1.  Эллипсоидальная (или геодезическая) систе-
ма отсчёта с координатами { }, ,hϕ λ  где ϕ  и λ  – ши-
рота и долгота (от Гринвича) подвижного объекта, а 
h – его расстояние по нормали к поверхности Океана, 
примем, что для морских по сути, не по ведомству, 
объектов 0h = .

2.2.  Геоцентрическая система отсчёта 
1 2 3O Oη ηη η= с началом в точке O (центр масс Зем-

ли) с декартовыми координатами { }1 2 3, ,η η η  и сфе-
рическими координатами где ϕ  и λ  (заметим, что 
λ λ=  ) – соответственно широта и долгота (от Грин-
вича), а r – радиус местоположения объекта, отож-
дествляемого с точкой 1O , т.е. отрезок 1OO r= .

2.3.  Связь между параметрами геодезической и 
геоцентрической координатными системами.

Полагая, что центр масс Земли в обоих случаях 
один и тот же – точка O, имеем [4]:
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Уравнения (1) и (2) – суть преобразования вида 
{ } { }1 2 3, , , , ,hϕ λ η η η→

 . Обратное ему преобразование 

может быть реализовано как с помощью численных 
итерационных процедур, так и с помощью прямых 
(«точных») вычислений по формулам аналитических 
решений; побуждаемым к последнему фактом явля-
ется тот, о котором упомянуто выше, – эллипсоид 
полностью представляется только двумя параметра-
ми (a, b).

Весьма актуальным примером прямого решения 
является следующее [5,6,7]:
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где s и d вычисляются следующим образом (пошаго-
вый алгоритм):
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Это преобразование решает проблему вычисле-
ний вблизи географических полюсов.

2.4. Подвижные координатные трёхгранники. С 
подвижной точкой 1O  связаны два ортогональных 
триэдра – 1 1 1 2 3O x O x x x=  и 1 1 1 2 3O x O x x x=     с первыми 
двумя осями, направленными на географические 
Восток и Север и осями 3Ox  и 3Ox  – соответствен-
но по вектору места объекта η и по вектору внешней 
нормали к эллипсоиду. Имеет место обратное 
ортогональное преобразование x x→   [4]:
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3. Уравнения движения морского объекта

Под уравнениями движения морского объекта 
здесь понимаются уравнения для материализованной 
точки 1  (уравнения динамики И.  Ньютона), запи-
санные в удельных силах в проекциях на оси под-
вижных триэдров 1O x  и 1O x , что наиболее компле-
ментарно задаче мобильной гравиметрии, а именно, 
в триэдре 1O x  [6]:
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где ( )1 2 3, , Tv v v=v  – вектор скорости относительно 
твёрдой Земли, ( )2 30, , Tu u=u  – вектор угловой ско-

рости Земли, ( )1 2 3, , Tf f f=f  – вектор сил неграви-
тационной природы, который, заметим, может быть 
измерен с помощью трёхкомпонентного (3D-) нью-
тонометра [8];  – напряжённость гра-
витационного поля, желаемая цель решения задачи 
мобильной векторной (в общем случае) гравиметрии 
(МВГ). Это решение вполне достижимо [9], когда 
на борту подвижного объекта присутствует 3D-нью-
тонометр (он же, в такой его роли и 3D-гравиметр) 
и элементы системы точечного позиционирования, 
например [10], с помощью ГЛОНАСС. Дополнитель-
ные возможности для решения задач МВГ и инерци-
альной навигации открываются с применением ещё 
одного векторного измерителя – ДУСа, т.е. измери-
теля (датчика) вектора абсолютной угловой скорости 
Ω .

Известный недостаток, обусловленный тем, что 
tgϕ →∞  при 90ϕ → ± ° , преодолевается переходом 
к другой (ортодромической) системе координат. В 
триэдре 1O x [6]:
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большая и малая полуоси эллипсоида, ψ  – путевой 
угол движения в касательной к поверхности 
плоскости 1 2Ox x  , так что 1 12 sinv v ψ=  , 2 12 cosv v ψ=  .

Проблема приполярных исследований гравита-
ционного поля Земли решается с учётом биективно-
сти преобразования { } { }1 2 3, , , , ,hϕ λ η η η↔

 .
Как видим из изложенного выше, для оценки на-

пряженности гравитационного поля требуется знание 
удельных сил инерции, определяемых кинематиче-
скими параметрами, и измерений сил негравитаци-
онной природы, выполняемых трёхкомпонентным 
ньютонометром.

Стоит особо отметить здесь существенный ме-
тодологический факт полной ковариантности урав-
нений (5) и (6), что является следствием осуществи-
мости точных прямых преобразований вида (1) и 
(3); таким образом, утверждается тождественность 
двух понятий – «ковариантность дифференциальных 
уравнений» и «инвариантность закона, в силу кото-
рого они составлены [11]»

Рассмотрим частный случай движения объекта по 
поверхности эллипсоида, когда 2 0v = . Тогда имеем:
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где 2 2
12 1v v=  .

Очевидно, что наиболее благоприятной для 
решения задачи векторной гравиметрии режим 
движения объекта реализуется, если , 1v const=  
и h const=  ( 3 0v = ). Тогда:
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В частности, если ещё и 1 0v = , имеет место ста-
ционарная гравиметрия. В тех случаях, когда речь 
идёт о скалярной гравиметрии, оценке величины 

, иногда её отождествляют со значением 3g .



ÏÎДВÎДÍЫЕ ÈССЛЕДÎВАÍÈЯ È РÎБÎТÎТЕХÍÈКА. 2026. ¹ 1 (55)18

СИСТЕМЫ, ТЕХНОЛОГИИ И ЭКСПЕРИМЕНТЫ

4. Проблема численного 
дифференцирования

Обозначим через ( )x t  произвольную измеряе-
мую функцию. Примеры таковой – это измеряемые 
координаты, скорости, дальности, фазы сигналов и 
т.п., являющиеся функциями параметра t, для опре-
делённости, времени.

Модель эволюции функции ( )x t  на произволь-
ном интервале времени τ  с учётом, что она измеря-
ется в начале этого интервала, представим следую-
щим образом:

1 1 2 2 3

1 1 1

, , , , 0,
,

nx x x x x x x
z x x ε
= = = =
= = +

  


где 1z  и 1ε  – измерение и погрешность соответственно.

( ) 00 ,
dim .

,
n,

= =
= + =


ε
x Ax x x
z Hx x 	 (9)

Матрица A, dim n n= ×A , нильпотента с индексом 
q n= , т.е. 0n =A ; она имеет 1n −  отличных от нуля 
элементов – 0ijA =  при 1i ≥  и 1j i= + . Матрица H, 
dim 1 n= ×H  – строка с отличным от нуля первым 
элементом 1 1H = , т.е. ( )1,0, ,0H =  .

При численном решении сформулированной 
обратной задачи требуется обращение к дискретной 
модификации модели (9), которую, с учётом 
сказанного выше о матрице A, на интервале време-
ни [ ]1,k kt t + , 1k kt t constτ+ − = = , 0,1,2,k =  ; можно 
записать в виде
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Так, при фиксированном τ  и const=H  ста-
ционарны и матрицы ( )k τ =Φ Φ , 1k+ =H H  и 

( ), 1 1p k k k pτ+ += = =H H H HΦ Φ , причём

Представление (10) комплементарно (9), и тем 
точнее, чем меньше ; вместе с этим следует особо от-
метить, что с уменьшением τ  неизбежно ухудшение 
разрешимости обратной задачи (по Адамару) в усло-
виях конечной точности измерений и вычислений. 
Изменить ситуацию к лучшему можно, вводя про-
цедуру преобразования переменных, приводящую к 
формам, не зависящим от τ . Эта процедура выпол-
няется в следующей последовательности [12]:

1. Модель (10) с помощью преобразования 

k f k=x D f , где 
( )

2 3 1

diag 1, , , , ,
2! 3! 1 !

n

f n
τ τ ττ

− 
=   − 

D , 
приводится к виду:

1 ,

1 , 1

,
,

k f k k

k f k k kε
+

+ +

=
= +

f f
z H f

Φ

где матрица fΦ  является верхнетреугольной с цело-
численными элементами, а матрица fH  – строка с 
единичными элементами, например, при 5n = :

( )

1 1 1 1 1
0 1 2 3 4

,0 0 1 3 6
0 0 0 1 4
0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 .

f

f

 
 
 =
 
 
 

=H

Φ

2. Для пары ( ),f fΗΦ  строится матрица наблюда-
емости, очевидно, также с целочисленными элемен-
тами, например, при 5n = :

1 1 1 1 1
1 2 4 8 16

.1 3 9 27 81
1 4 16 64 256
1 5 25 125 625

f

 
 
 =
 
 
 

N

Оценивается сингулярное число обусловленно-
сти ( )fµ N  и делается заключение о целесообразно-
сти решения обратной задачи (при заданном значе-
нии n) уже на этом этапе.

3. Если это необходимо, то далее выполняется 
ещё одно преобразование переменных, k s k=f D s , где 

( ),1 ,diag , ,s f f n= D N N  при котором f s s=N N D .
4. Вычисляется оценка вектора k s f k=s D D x , осу-

ществляется переход к исходным переменным, т.е. 
k k→s x , делается заключение о качестве решения 

задачи в существующих условиях конечной точности 
вычислений и измерений.
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4.1. Демонстрационный пример

Измеряемая функция: ( ) atx t e= , 1a = − , 
0, ft t ∈  . Измерение: ( ) atz t e ε= + . Погрешности: 

ε  – погрешность измерения (стационарный бе-
лый шум со среднеквадратическим значением σ ); 

16
1 2,2 10ε −= ⋅  – относительная погрешность пред-

ставления чисел в ЭВМ; ( ) ( )ˆi ii x t x t∆ = − , 1,i n=  – 
погрешность оценки i–й компоненты вектора ( )tx  в 
фиксированный момент времени .

Гипотеза – расширение спектра (числа n) вектора 
( )tx  способствует повышению точности оценок его 

компонент.
Справедливость гипотезы подтверждена рис. 1, 

выполненным для случая вычислений с так назы-
ваемой двойной точностью ( 16

1 2,2 10ε −= ⋅ ) при от-
сутствии погрешностей измерений ( 0ε = ); вместе с 
этим обращает на себя внимание то, что при расши-
рении спектра производных имеет место накопление 
погрешностей 1ε , что весьма заметным становится 
при 7n ≥ , однако это может проявиться и позже (т.е. 
когда 7n ) при уменьшении 1ε , например при вы-
числениях с четверной точностью.

5. Вычислительный эксперимент

Основная цель вычислительного эксперимента – 
это оценка эффективности, предлагаемой выше мето-
дологии как потенциала возможностей.

Прежде всего необходимо отметить существен-
ную разницу между надводной и подводной грави-
метрией. Первая выполняется на или выше так на-
зываемой дневной поверхности моря, вторая – под 
ней. В первом случае навигационная информация 
доступна как от автономных бортовых, так и внеш-
них самых точных и надёжных источников (напри-
мер, ГЛОНАСС и GPS). В случае второй, подводной 
гравиметрии, внешние источники с высокими экс-
плуатационными характеристиками могут быть или  
недоступны совсем, или отождествляться с источ-
никами некоторой ограниченной области информа-
ционного пространственно-временного континуума. 
Тогда, полагая, что это область комплементарна ана-
логичной области изменчивости гравитационного 
поля, можно обойтись и достаточно оснащённым 
автономным бортовым информационно-навигацион-
ным комплексом.

Из изложенного следует, что понятийный образ 
планируемого реального эксперимента на больших 
глубинах может быть воспроизведён и физически ре-
ализован на подвижном надводном объекте.

При проведении вычислительного эксперимента 
исходим из того, что на борту подводного аппарата 
может быть воспроизведен подвижный координат-
ный триэдр O x , в котором доступны измерению 
величина h – заглубление ПА и вектор 12v , по сути 
– путевой угол (ψ ) движения ПА.

При реальной (практической) реконструкции гра-
витационного поля вполне естественно сравнивать её 
результаты с предшествующими, а их расхождение 
квалифицировать как аномалии, казуальность кото-
рых как объективна (геофизические процессы), так 
и субъективна (процессы реконструкции). С истори-
ческой точки зрения неизбежно – по мере развития 
механики Ньютона и утверждения гравиметрии как 
важнейшей отрасли науки, возникла необходимость 

Рис. 1. График модулей погрешностей оценок 
i∆  показательной функции и её производных 

для различных размерностей вектора состоя-
ний n при ˆ 4t =

Рис. 2. Графики оценок второй производной 3x  показательной функции (синий) и их осреднённых значений (красный) для различных 
размерностей вектора состояния n
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введения эталонных представлений о форме (фигу-
ре) Земли и комплементарному её гравитационному 
полю.

В настоящее время международным сообществом 
в качестве эталона формы Земли принят эллипсоид 
вращения, предложенный в 1743 г. Алексисом Клеро 
(1713─1765), а в качестве эталона нормального гра-
витационного поля по его поверхности – поле со зна-
чениями, рассчитываемыми по формуле, представ-
ленной в 1929 г. Карлосом Сомильяна (1860─1955).

Формула Сомильяна [2, 13]:
2

2 2

1 sin , ,
1 sin

p e
e

e

b ak k
ae

γ γ
γ γ

γ
−+ Φ

= =
− Φ

	 (11)

где eγ  – гравитация на экваторе, pγ  – гравитация на 
полюсе, a – большая полуось эллипсоида, b – малая 
полуось эллипсоида, Φ  – эллипсоидальная широта.

Наряду с этим и справедливости ради укажем, 
что первый значительный вклад в создание будущего 
эталона был сделан А. Клеро в том же 1743 г.

Заметим, что формула Сомильяна не учитывает 
того обстоятельства, что локализация оценок грави-
тационного поля реализуется в сложном неоднород-
ном материальном континууме, что требует (и что де-
лается в действительности) учёта соответствующих 
поправок к эталону Сомильяна [13]. Для понимания 
этого можно обратиться к простому примеру одно-
родного материального шара, у которого внутреннее 
и внешнее гравитационные поля различимы, что по-
зволяет избежать ложных представлений о сингуляр-
ности поля в его центре. Отметим также, что наци-
ональные значения эталона (11) и поправок могут 
различаться.

Из изложенного выше с очевидностью следует 
вывод о неизбежности подводной и особенно глубо-
ководной гравиметрии.

Переходя теперь к вычислительному экспери-
менту, отметим следующее. Для практической гра-
виметрии наиболее благоприятен тип движения, 
соответствующий уравнениям (8). Вместе с тем в 
предвидении необходимости огибания рельефа по-
верхности, над которой совершается движение, при 
проведении эксперимента целесообразно обратится 
к уравнениям (7).

На рис. 3 представлены фрагменты экспери-
мента для случая движения объекта по параллели 

45ϕ = °  со скоростью , при эволюции вы-
соты h∆  с периодом 240 cT =  и амплитудой 10 м, 

так что 0h h h= + ∆ ,  и ; 

при этом пространственный период эволюции ано-

малии 3gδ  равен , что при  соот-

ветствует 120 cLT = , т.е. 3 sin 2
120

tg Aδ π =  
 

, где 

; инструментальные погрешности 
измерений – «белые шумы» с нулевыми средними и 
СКЗ, равные: , , .

Рис. 3. Фрагменты графиков эволюции ано-
малии 3gδ : синий – исходное идеальное 

значение, красный – результат оценивания

Результаты в виде графиков на рис. 3, представ-
ленные даже в таком достаточно сыром виде, иллю-
стрируют вполне положительный эффект, который 
может быть значительно усилен, если для их коррек-
ции использовать вейвлет-технологии [9, 14, 15, 16].

Заключение

Организация, процесс, а в конечном итоге и ка-
чество решения задачи гравиметрии находятся в 
прямой связи с целью её постановки. Если результат 
решения имеет многоцелевой характер, что является 
одним из признаков фундаментальности исследова-
ния, то для его успешности необходимы большие и 
надежные информационные и временные ресурсы. 
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В случае их достаточности целесообразна организа-
ция апостериорного процесса решения задачи. Если 
же решение задачи гравиметрии имеет прикладной 
характер, например для навигации, то её решение 
неизбежно должно выполняться в режиме реального 
времени на борту подвижного объекта.
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